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SOMMAIRE 
On presente un theoreme d’isomorphisme entre I’espace des series sommables, 
d’eknents d’un espace localement convexe reel et complet, X, et un certain espace 
de mesures u-additives aux valeurs dans X. Diverses applications sont prtkentees 
aussi. 
INTRODUCTION 
Dans ce qui suit X designera un espace localement convexe, reel et 
complet dont la topologie est engendree par la famille {p,,; oc E ~21, dirigee 
et suffisante de semi-normes. On suppose qu’un systeme fondamental de 
voisinages de zero dans X est don& par: 
Designons par $,(X) (respectivement par IL(X)) l’espace vectoriel des 
series sommables (respectivement absolument sommables) d’elements de X. 
Une serie sera notee par (2 xn, nE N} et la somme par LEN zn. On muni 
Z&(X) (respectivement $.,{X}) de la topologie localement convexe E 
(respectivement n) engendree par les semi-normes : 
~~((2 G, n E N}) = sup { 1 I(G, x*)1 ; CC* E Uz} 
?8CN 
respectivement 
s({Z xn, n E $4 = n~N~b(xd 
ou 01 parcourt & et 770 represente l’ensemble polaire de 73. Des details 
se trouvent dans le livre de Pietsch ou d’ailleurs sont introduites les 
topologies E et 2r. 
Soit T un ensemble abstrait et F une o-algebre de parties de T. 
Considerons l’espace vectoriel : 
ca(F, X) = {m: F -+ X ; m mesure o-additive) 
muni de la topologie localement convexe engendree par la famille de 
semi-normes : 
CL(m) = sup p,( 2 c@w4)7 
iEI 
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oh le sup est pris pour toutes les familles finies (Ai ; i E I) d’ensembles 
disjoints de 5 et pour toutes les familles finies de scalaires reels, 
{Q; Ical < 1, i E I}. La definition est correcte parce que m &ant o-additive 
il resulte que q&(m) (la semi-variation de m dans la semi-norme p,) est finie. 
Nous commengons par le suivant: 
THI%OR&ME 1. On a l’homomorphisme : 
u-v = ca (9 PO, Xl 
algebrique et topologique. 
DEMONSTRATION : Pour chaque t= (2 x,,, n E N} E IL(X) on peut con- 
siderer la mesure: 
m@:B(N)+X 
definie par : 
m&Q= 2 xn. 
%SA 
On prend par definition m(d) =O. 
Soit A, 4 4, A, C N, n E N. Soit LY E z? et E > 0. Par la definition de 5 
il existe un F = F([, 01, E) E 9(N) (l’ensemble des parties finies de N) 
tel que: 
Parce que A,, 4 cj il existe un no E N tel que A,, n F = 0. Alors: 
P&Cm% xn) <E 
pour H E %(A& m > no. Mais pour chaque K C N on a: 
En consequence : 
pour rn>no. Celle-ci nous montre que mg est a-additive. 
Soit l’application : 
d&me par: 
p: IL(X) + ca (9 (N), X) 
dQ=mt 
oh 6 et rnt sont celles considerees plus haut. Evidemment v est un iso- 
morphisme algebrique. 
Designons par 3YN l’espace de Banach des suites bornees d’elements 
de f? muni de la norme sup. On connait le resultat suivant (voir M. Day: 
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Normed linear spaces, Berlin 1962, ch. IV page 59): 
pour chaque (2 xn, n E N} et pour chaque a= {a,}, E g(N. L’hypothese 
X = reel intervient ici. 
Soient OL E &, x* E U”, a= {a,}, f&Y,,,, jlallg 1. Pour F E P(N) on a: 
Par consequent : 
E,(E) g ,,fl~~l PA 2 anxd 
V%fN 
Pour obtenir 1’BgaliM soient P E S(N), a E gN, Ilull< 1. Soit X* E Ui 
telle que : 




xfz, x*>I >pJ I: w-q. 
lZEF 
Par consequent : 
E,(5) = ,,y, P,,( 2 anxd* 
9hfN 
Evidemment pour F E F(N) on a: 
sup p,( 2 anxn) +Y,({Z Xn, n E N}) Q SUP p,( Z: a&n). 
Ml<1 ll<F l!4l<l T&EN 
La demonstration du theoreme est terminee si on montre que: 
lim { sup p,,( 2 
Fc.FW) ll4l<l ntF 
Soit E> 0. Cf. a la definition il existe une a E aN, llall f 1 telle que: 
La suite {anxn},, N est sommable, done il existe un F E F(N) tel que: 
p,( 2 %A) >P,( 2 anXn) -&In- 
9bSF T&PN 
Par consequent : 
c.q.f.d. 
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Observation : L’hypothese X = reel intervient seulement dans la partie 
“topologique” de notre theoreme. 
Voila des resultats fondamentaux de la theorie des mesures exprimes 
en language des series: 
PROPOSITION 1. Soit X un espace de Banach et soit (2 X~ ; n E N} un 
element de Z:(X). Alors il existe une x* E X* (le dual topologique de X) 
telle que: 
HCN,x*( 1 x,)=0* 2 x,=0. 
AEH nrH 
DEMONSTRATION : Voir le theoreme de BARTLE-DUNFORD-SCHWARTZ 
([2], th. 3.2) dans la version de RPBAKOV [6]. 
PROPOSITION 2. Soit X un espace de Banach et soit (2 z:‘, n E N}iEN 
une suite de lh (X). Supposons que pour chaque H C N il existe 
l&N CLrH z:‘> designee par XH. Alors la suite {z~~~},~,,, est sommable, 
done elle appartient a Zh(X). 
DEMONSTRATION : Voir le theoreme de Nicodym concernant les suites 
convergentes de mesures ou, Bgalement, le theoreme de VITALI-HAHN- 
SAKS ([2], th. 3.4). 
On obtient un analogue du theoreme 1 en considerant l’espace vectoriel 
%u(T, X) sous espace de c&T, X) form6 aux mesures a variation finie 
dans chaque semi-norme p,,, 01 E &‘. On munit %u(Y, X) d’une topologie 
semblable Q celle de ca(T, X) mais en prenant la variation au lieu de 
semi-variation. Alors : 
THI?OR&ME 2. On a un isomorphisme: 
IL(X) N ca(~(N), X) 
algebrique et topologique. 
La demonstration est Bvidente. 
On sait que dans le cas X un Frechet dire que nucleaire Bquivaut it 
k(X) = CJW ( resultat dQ a M. Grothendieck). Celui-ci nous a conduit au: 
THI?ORI%ME 3. Soit X un espace de Frechet. X est nucleaire si et 
seulement si pour chaque tribu Y, chaque mesure u-additive, m: T -+ X, 
est b variation finie pour chaque semi-norme’ continue de X. 
Le resultat admet une generalisation pour “des mesures nucl6aires”, 
qui va paraitre dans Math. Annalen. 
Enfin je veux souligner la liaison d’un theoreme de Pettis concernant 
l’additivite faible et forte d’une mesure, et un autre, semblable, d’orlicz. 
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DEFINITION. Soit (2 xn, n E N) une s&e d’elements de X. Elle est 
dite faiblement sommable si les conditions suivantes sont remplies: 
a. Pour chaque z* E X*, la serie (2 (x,, x*); rt E N} est sommable 
b. Pour chaque H C N il existe un XH E X tel que: 
2( 
xn, x*> = (XH, x*> 
pour chaque x* E X*. 
Nous rappelons les suivants resultats Qnonces sous l’hypothese que X 
est complet : 
THIZORGME 4 (PETTIS [4]). Pour chaque tribu 27, chaque mesure m: 
9 + X faiblement u-additive est m&me o-additive. 
TH~ORBME 5 (ORLICZ [3]). Chaque serie faiblement sommable d’&- 
ments de X est sommable. 
D’habitude le theoreme 4 est tire du theoreme 5. Nous pouvons pre- 
senter “une reciproque”. Soit x xn une serie faiblement sommable. Con- 
siderons la mesure: 
m:B(N)+X 
definie par : 
m(H) =xH 
ou XH est celui de la definition. Alors m est faiblement o-additive (voir 
le raisonnement employ6 dans la demonstration du theoreme 1) done 
d’apres le theoreme de Pettis elle est o-additive. Par le theoreme 1 ci- 
dessus il resulte que la suite {z~}~ est sommable, c.q.f.d. 
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